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Clasa a X-a
Bareme de corectare si notare
1. Se foloseste inegalitatea mediilor pentru doud numere A+ B >2+/AB, A, B >0, de unde

1 1
< PP 1p
A+B 2JAB

Vom aplica pentru fiecare fractie din primul membru al ecuatiei aceasta inegalitate si vom avea:
1 < 1 1 1 1 1

——< : —— < D T S e 1p
249 T o.3x . fox T 3 44T g f3x T 6 41 2. fox .3
Adundm aceste inegalitdti membru si avem :

1 1 1 ( X X X X)
ety e 15y 6XJ2_ B 2535 e 1p
3+2"+1 \/— V3 42 3X

Atunci folosind si ecuatia avem :

2-6" = 2-6"
R L Ty L ST 1p
Dar aceasta inegalitate este echivalenta cu : ( 3" 1)2 ( 2" l)Z (\/— \/— )2 S O SR 2p
De unde fiecare paranteza este egald cu 0 si se obtine solutia unicd X = O0.........ccoovvviiiiiiiiininnnn 1p

2.a). Deoarece x, y sunt numere reale si strict pozitive egalitatea X+ Yy = Xy , se mai poate scrie si in

forma l+£:1.Dac€1 Xx=1log,6 si y=Ilog,6, atunci E+1:Iogf32+log63:1. .................. 1p
X 'y Xy

Pentru inegalitate avem 11 =log,3—-log, 2=1log, g . Trebuie sa aratam ca log, g < %
y X

o . 3 % s 81 . . .
inegalitate care este echivalenta cu 5 < 6%. Ridicand la puterea a patra avem ca 16 < 6, inegalitate

. s . ... .1 1 1
adevaratd. Deci am aratat Co — — — < — .iooiiiiiieiie e 2p

y X 4
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. .11 1. . - 1
b). Vom arata mai intdi cd ——— > = inegalitate care inseamna de fapt log g > rt ceea ce este

y X
: 3 nr bogs . : 243 .. o
echivalent cu — > 6° . Ridicam la puterea a cincea si avem Y > 6, inegalitate adevarata........... Ip
1 < 1_3 < 1
Avem deci 1 < 11 < 1. Folosind si faptul ca 1+i =1, vom avea i 5 X ‘l" , de unde vom
y x 4 Xy P P
5 vy 4
. .5 8 .8 5
ODEINE CA — < X K = S1 = K Y € ot ittt ettt b et b e e bbb e e nn e e 2p
2 3 5 3

25 64 625+256

= T 1p
4 25 100

De aici avem ca X° +y? >
3. Vom rezolva mai intai ecuatia f(x)=1. Ridicim la puterea a treia folosind formula

(A-B)’ = A* - B® -3AB(A-B), unde A este primul radical si B este cel de-al doilea. Tn urma
acestei delicate operatiuni obtinem 2 —3%/x* —1 =1, care conduce la ¥/x* -1 = 3 Apare aici 0
conditie suplimentard x*> —1>0 <> X € (—o0,—1)U (1, o0). Ridicim inci o data la puterea a treia si

2421
9

care sunt ok. O metoda alternativa de rezolvare este urmatoarea.

obtinem solutiile Xx,, ==+

Notam ¥/x+1=a si ¥x—1=b si vom avea sistemul

a®-b*=2 [(a-b)a’+ab+b’)=2 [a®+ab+b?=2 [3b2+30-1=0
R f— R
a-b=1 a-b=1 a-b=1 a=b+1

In urma rezolvirii sistemului se obtin aceleasi solutii.
Pentru rezolvare corecta indiferent de metoda se acorda............ccocevveeieieiieneieieiieieceeeeeen 2p
Pentru ecuatia a doua , abordata frontal prin ridicarea la puterea a treia vom obtine

2-3-3R/x* -1=27, care conduce la m = —% . Conditia suplimentard impune

x? —1<0 < x e (—11). Ridicand la puterea a treia obtinem x* =1— [%) <0, deci ecuatia nu are

solutii. Folosind metoda alternativa se ajunge la o ecuatie de grad doi in necunoscuta b care are
discriminantul negativ deci nu avem solutii.

Pentru rezolvare corecta indiferent de metoda se acorda............cceeevvieeiieeiciieecie e 2p

Revenind la ecuatia f(x)= &, pentru a afla numarul solutiilor trebuie si determindm Imf. Pentru

asta s remarcam ca f(x)>0,VxeR, lucru care este evident, apoi
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2
f(x)= , 1ar din rezolvarea celor doud ecuatii avem banuiala (care se
J(x+1)° +3x* -1 +§/(x-1)*

va transforma in certitudine) ca f(x)<2,vx eR.

Vom arita deci ca Imf = (0,2]. Deoarece functia f este para este suficient sa studiem functia pe
intervalul [0,c0). Vom arita deci ci Vy € (0,2 3x €[0,0) astfel incat f(x)=y, adica
Ux+1-%x—-1=y.Dacinotim ¥x+1=a si Ix—-1=b,vomavea a—b=ysi a®—b®=2. Dar

a=Db+y siinlocuind vom avea

(b+y)f —b®=2=3b%y+3by> +y> —2=0=3yb’ +3y%b+(y* —2)=0, (1)

Vom considera aceasta relatie ca o ecuatie de grad doi in necunoscuta b. Calculand
discriminantul A = 3y(8 — yS)Z 0, in ipoteza in care lucram. Deci ecuatia (1) are doua solutii reale.

Notam aceste solutii cu b, si b,. Suma acestor doua solutii din relatiile lui Viete este
3y?

3y ~y €[~2,0). Dacd ambele radicini ar fi mai mici decat -1 ar rezulta ca b, +b, <2, adica
y

—y < —2. Contradictie. Deci exista b>-1, care verifica ecuatia (1), dar asta inseamna de fapt ca exista

x > 0, care verifici relatia f(x)=y, unde y (0,2]. Sa remarcam ca x = 0 este punct de maxim
pentru f. Revenind la discutia ecuatiei f(x)= e, este clar acum c :

- dacd a €(0,2), ecuatia are doua solutii opuse
- dacd o = 2,atunci avem solutia unica X =0

-dacd o <0 sau a > 2, atunci ecuatia nu are solutii.

Pentru determinarea lui Imf si discutia ecuatiei

4. a). (Solutia 1) Consideram punctele A de afix z,,B de afix z,,si C de afix z,

Daca numerele complexe z,,7,,Z, verifici relatia z, + &2, + £z, = 0atunci ele sunt afixele varfurilor
unui triunghi echilateral

Fie z, + &2, + &%z, = 0si avem si relatia z, + &z, +&£°z, =0. Prin scidere rezulti
&z, -2,)+%(2,-2,) =0 (2, -2,)=&(z, - ;) = |7, — 2| =|¢|z, — 2|, de unde
2, - 2| =]z, -z,

echilateral

, dar asta inseamna ca AB=AC. Analog AB=BC, prin urmare triunghiul ABC este

Tn cazul nostru avem z, + &z, +£°z, = X—&y + &y —&°z2+&°2—x =0, deci numerele
noastre sunt afixe de varfuri de triunghi echilateral
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Orice alta solutie la punctul a). Va fi notata corespunzator cu 4 puncte.
(Solutia 2) Vom arata ca C(z,) se obtine din B(z,) printr-o rotatie de centru A(z,) si unghi % :
. 1 .
\VOm nota cu @ = CoS = +isin = = = + |£. Aritam ci z, = z, +(2, — 2, Jo. Calculam
2 2

2, +(z,-2))0=2,+(z, - 7, St se obtine z,. Deci triunghiul nostru este echilateral, fiind
. . T
isoscel cu un unghi de 3

(Solutia 3) Prin calcul direct avem relatiile : z, + 2, +z, = (1— &)X+ y +2),
22+ 22+ 22 =—s(x+y+2)°. Atunci
(2, +2,+2,)° =(0—ef (x+y+2) =3s(x+y+2) =3(z22 + 22 + 22), relatie care este echivalenti

Z, -1, _ Z; -1,
;- 1, Z,—1,

cu 2} +22 +125 =2,2, + 2,2, + 2,2, (1), care mai poate fi scrisd , numerele

complexe fiind diferite. Daca A(z, ), B(z, ), C(z,) relatia exprima faptul ci triunghiul ABC este

congruent cu triunghiul BCA, deci toate unghiurile sunt congruente intre ele, la fel si laturile. Deci
triunghiul ABC este echilateral.

b). Vom calcula latura triunghiului

1 =[z, - 2,]" = (2, - 2,0z, ~ 2,) = [(x— y)+ ez~ y)(x - y)+ &2 (2~ y)]=
(X=y) +(zZ-y) —(x=yNz—y)=x*+y* + 2% —xy — yz - 2x

Am folosit faptul ca =1 &*+&+1=0, 2=1=52.
&

Ca o paranteza calculul laturii poate fi folosit si pentru justificarea faptului cd triunghiul este
echilateral. Tot din ipotezd stim |Zl|:1, de unde |Zl|2=1<:> ZlZ_l=1<:>(X—éy)(X—82y)=l.

Obtinem ca x> +xy+y> =1. Analog y> +yz+2° =4, Z° +ZX+ X =9 oeoceeeeeereeeeeenn, 1p

Prin adunare se obtine 17 =7 §i de @iCi S upe =~ wrrererrrmrerimeneeeeiseineinsssssssesse s 1p



