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Clasa a X-a 

Bareme de corectare și notare 

1. Se folosește inegalitatea mediilor pentru două numere ABBA 2 ,  A, B >0, de unde  

ABBA 2

11



. .......................................................................................................................  1p 

Vom aplica pentru fiecare fracție din primul membru al ecuației această inegalitate și vom avea: 

xxxx
232

1

92

1





,     

xxxx
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1
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1
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


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1
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1





 .................................. 1p 

Adunăm aceste inegalități membru și avem : 

 xxxx

xxxxxx
3232
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1
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1
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1
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1












. ....................................................... 1p 

Atunci folosind și ecuația avem : 
x

xxxx

x

xx

62

3232

62

123









, adică 

xxxxxx 3232123  . ..........................................................................................1p 

Dar această inegalitate este echivalentă cu :       0231213
222

 xxxx ..............2p 

 De unde fiecare paranteză este egală cu 0 și se obține soluția unică x = 0.....................................1p 

 

2.a). Deoarece x, y sunt numere reale și strict pozitive egalitatea xyyx  , se mai poate scrie și în 

forma 1
11


yx
. Dacă 6log 2x   și 6log3y , atunci 13log2log

11
66 

yx
. .................. 1p 

Pentru inegalitate avem 
2

3
log2log3log

11
666 

xy
. Trebuie să arătăm că 

4

1

2

3
log 6  , 

inegalitate care este echivalentă cu 4

1

6
2

3
 . Ridicând la puterea a patra avem că 6

16

81
 , inegalitate 

adevărată. Deci am arătat că 
4

111


xy
......................................................................................... 2p 
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   b). Vom arăta mai întâi că 
5

111


xy
, inegalitate care înseamnă de fapt 

5

1

2

3
log 6  , ceea ce este 

echivalent cu 5

1

6
2

3
 . Ridicăm la puterea a cincea și avem 6

32

243
 , inegalitate adevărată........... 1p 

Avem deci 
4

111

5

1


xy
. Folosind și faptul că 1

11


yx
, vom avea 














4

1
1

2

5

1
4

12
1

5

1

y

x , de unde vom 

obține că 
3

8

2

5
 x   și  

3

5

5

8
 y . ................................................................................................ 2p 

De aici avem că .81,8
100

256625

25

64

4

2522 


 yx ................................................................. 1p 

3. Vom rezolva mai întâi ecuația   1xf . Ridicăm la puterea a treia folosind formula 

   BAABBABA  3333
, unde A este primul radical și B este cel de-al doilea. În urma 

acestei delicate operațiuni obținem 1132 3 2  x , care conduce la 
3

1
13 2 x . Apare aici o 

condiție suplimentară     ,11,012 xx . Ridicăm încă o dată la puterea a treia și 

obținem soluțiile 
9

212
2,1 x  care sunt ok. O metodă alternativă de rezolvare este următoarea. 

    Notăm ax 3 1  și bx 3 1  și vom avea sistemul  
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
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






1

0133

1

2

1

2

1

2 2222233
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bb

ba

baba

ba

bababa

ba

ba
 

     În urma rezolvării sistemului se obțin aceleași soluții. 

    Pentru rezolvare corectă indiferent de metodă se acordă.............................................................2p 

     Pentru ecuația a doua , abordată frontal prin ridicarea la puterea a treia vom obține 

271332 3 2  x , care conduce la 
9

25
13 2 x . Condiția suplimentară impune 

 1,1012  xx . Ridicând la puterea a treia obținem 









9

25
12x < 0, deci  ecuația nu are 

soluții. Folosind metoda alternativă se ajunge la o ecuație de grad doi în necunoscuta b care are 

discriminantul negativ deci nu avem soluții. 

   Pentru rezolvare corectă indiferent de metodă se acordă.............................................................2p 

    Revenind la ecuația   xf , pentru a afla numărul soluțiilor trebuie să determinăm Imf. Pentru 

asta să remarcăm că   0xf , Rx ,  lucru care este evident,    apoi 
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 
   3 23 23 2

111

2




xxx
xf ,  iar din rezolvarea celor două ecuații avem bănuiala (care se 

va transforma în certitudine) că   Rxxf  ,2 .  

      Vom arăta deci că Imf =  2,0 . Deoarece funcția f este pară este suficient să studiem funcția pe 

intervalul  ,0 . Vom arăta deci că     ,0,2,0 xy  astfel încât   yxf  , adică 

yxx  33 11 . Dacă notăm ax 3 1  și bx 3 1 , vom avea yba  și 233 ba . Dar 

yba   și înlocuind vom avea  

          1,023302332 32232233
 ybyybybyybbyb  

         Vom considera această relație ca o ecuație de grad doi în necunoscuta b. Calculând 

discriminantul   083 3  yy , în ipoteza în care lucrăm. Deci ecuația (1) are două soluții reale. 

Notăm aceste soluții cu 1b  și 2b . Suma acestor două soluții din relațiile lui Viete este 

 0,2
3

3 2

 y
y

y
. Dacă ambele rădăcini ar fi mai mici decât -1 ar rezulta că 221  bb , adică 

.2 y  Contradicție. Deci există b>-1, care verifică ecuația (1), dar asta înseamnă de fapt că există 

0x , care verifică relația   yxf  , unde  2,0y . Să remarcăm că x = 0 este punct de maxim 

pentru f.  Revenind la discuția ecuației   xf , este clar acum că : 

        -  dacă  2,0 , ecuația are două soluții opuse 

        - dacă ,2 atunci avem soluția unică x = 0 

        - dacă 0  sau 2 , atunci ecuația nu are soluții. 

   Pentru determinarea lui Imf   și discuția ecuației ........................................................................ 2p 

 

4. a).        (Soluția 1) Considerăm punctele A de afix ,1z B de afix  ,2z și C de afix 3z  

Dacă numerele complexe 321 ,, zzz verifică relația 03

2

21  zzz  atunci ele sunt afixele vârfurilor 

unui triunghi echilateral............................................................................................................... 1p 

                          Fie 03

2

21  zzz  și avem și relația 01

2

11  zzz  . Prin scădere rezultă 

     013

2

12 zzzz      31123112 zzzzzzzz   , de unde 

3112 zzzz  , dar asta înseamnă că AB=AC. Analog AB=BC, prin urmare triunghiul ABC este 

echilateral....................................................................................................................................... 2p 

                         În cazul nostru avem 022

3

2

21  xzzyyxzzz  , deci numerele 

noastre sunt afixe de vârfuri de triunghi echilateral........................................................................ 1p 
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       Orice altă soluție la punctul a). Va fi notată corespunzător cu 4 puncte. 

      (Soluția 2) Vom arăta că C( 3z ) se obține din B( 2z ) printr-o rotație de centru  A( 1z ) și unghi 
3


 . 

Vom nota cu 
2

3

2

1

3
sin

3
cos ii 


 . Arătăm că  1213 zzzz  . Calculăm 

   















2

3

2

1
121121 izzzzzz   se obține 3z . Deci triunghiul nostru este echilateral, fiind 

isoscel cu un unghi de 
3


. 

         (Soluția 3)  Prin calcul direct avem relațiile :   zyxzzz  1321 ,    

 22

3

2

2

2

1 zyxzzz   . Atunci 

      )(331)( 2

3

2

2

2

1

2222

321 zzzzyxzyxzzz   , relație care este echivalentă 

cu 133221

2

3

2

2

2

1 zzzzzzzzz   (1), care mai poate fi scrisă 
21

13

23

12

zz

zz

zz

zz









 , numerele 

complexe fiind diferite. Dacă      321 ,, zCzBzA  relația exprimă faptul că triunghiul ABC este 

congruent cu triunghiul BCA, deci toate unghiurile sunt congruente între ele, la fel și laturile. Deci 

triunghiul ABC  este echilateral. 

 

b). Vom calcula latura triunghiului 

    
            

       zxyzxyzyxyzyxyzyx

yzyxyzyxzzzzzzl





22222

2

2121

2

21

2 
........................... 1p 

Am folosit faptul că  223 1
,01,1 


  .  

  Ca o paranteză calculul laturii poate fi folosit și pentru justificarea faptului că triunghiul este 

echilateral. Tot din ipoteză știm 11 z , de unde    111 2

11

2

1  yxyxzzz  . 

Obținem că 122  yxyx . Analog 9,4 2222  xzxzzyzy ................................. 1p 

 Prin adunare se obține 72 l  și de aici 
4

37
ABCS ...................................................................1p 


